Homotopieäquivalente kompakte Liesche Gruppen  by Scheerer, Hans
Topology VoI. 7, pp. 227-231. Pergamon Press. 1968. Printed in Great Britain 
HOMOTOPIEiiQUIVALENTE KOMPAKTE 
LIESCHE GRUPPEN 
HAXS SCHEERER 
(Eingegangen 20. Dezember 1967) 
5 1. FINZELTUNG UND ERGEBNIS 
IN [2] wurde unter vielem anderem gezeigt, da13 zwei kompakte einfache Liesche Gruppen 
genau dann isomorph sind, wenn sie homotopieZquivalent sind. Dort wird such ein Beispiel 
fiir zwei homijomorphe Gruppen gegeben, deren Pontrjagin-Ringe nicht isomorph sind. 
Hier sol1 ein Beweis fir die folgende Behauptung skizziert werden: 
SATZ. Kompakte zusammenhCngende Liesche Gruppen, die homotopieiiquicalent sind, 
sind lokal isomorph. 
Ubrigens ist es leicht, die Isomorphieklassen von lokal isomorphen kompakten 
zusammenhsngenden Lieschen Gruppen zu beschreiben (vergl. z. B. [l]). Eine kompakte 
zusammenhzngende Gruppe ist homiiomorph dem direkten Produkt eines Torus und ihrer 
Kommutatorgruppe. Die Dimension dieses Torus ist gleich dem Rang der Fundamental- 
gruppe. Daher geniigt es zu beweisen: 
KOROLLAR. Einfach ztrsammenhiingende kompakte Lies&e Gruppen, die homoto- 
pieCqic/llicalent sind, sind isomorph. 
Im Folgenden betrachten wir nur Gruppen, die kompakt und einfach zusammen- 
hsngend sind, und es seien G, G’ zwei solche Gruppen, die homotopiegquivalent sind. 
Dann ist G bzw. G’ ein endliches Produkt von einfachen Gruppen der folgenden Typen: 
SU(n) mit n > 2, Spin(2n + 1) mit n 2 2, Sp(n) (Gruppe der symplektischen 2n x 2n- 
Matrizen) mit n > 3, Spin(2n) mit n 3 4 und G2, F3, E, , E, , E, . Fiir eine dieser einfachen 
Gruppen H sei N(H) die Anzahl der Faktoren H von G und N’(H) die Anzahl der Faktoren 
H von G ‘. Aus Informationen iiber Cohomologieringe und Homotopiegruppen wollen wir 
schlienen, daD N(H) = N’(H) ist fiir alle Typen H. Die Beweise der Lemmas lassen wir 
weg, sie sind-bei Benutzung der angegebenen Methode-eine mehr oder weniger leichte 
Ubung in Algebra. 
5 2. AUFZ&ILUNG DER VERSCHIJZDENEN COHOMOLOGIERINGE 
Fiir alle Primzahlen p: 
H*(Wn); Z,) = //,(x3, x5, . . . , x2”- I>, 
ff*(w~l); q = &(Y3 , )‘7 , . . , L‘an- 1). 
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Fiirp>?: 
H”(Spin(?il i I); Zp) = l,\p(:3, :;. . , zIn_ L) 
H*(Spin(&); Z,) = l?\p(:3, -_?, . , I-,_ j, ifZn- ,). 
Dabei bezeichnet /\,(. , . , ,) die U3ere Algebra i.iber dem Untervektorraum von H*. 
der van den Elementen ir, der Klammer erzeugt wird, diese sind homogen, und ihr Index 
gibt ihren Grad an. Bezeichnet n, ._1 - ? eines dzr Erzeugenden ,Y~~_~, ylj_,, :2j-1, SO kijnnen 
die azj-l so gewghlt werden, dal3 fir die oben genannten p die Steenrodschen reduzierten 
Potenzen Ppk wie folgt operieren: 
llzj_, AIlip_,j falls dieses existiert, 
ES ist pk(~lz,_l) = 0 fiir k > 0, und insbesondere ist ~~~~~~ y! Pk(H*) fiir /C > 0. 
Der Bocksteinoperator b, ist 0. 
Sei t die kleinste Potenz von 2 mit n < t: dann ist 
H*(Spin(n); Zz) = V?(L.~, cj , . . . , L’,_ L, \v,_ 1). 
Als lndizes der ci treten die Zahlen 3 < i < n - 1 auf, die keine Potenz van 2 sind. Die 
Algebra wird erzeugt mit den Relationen 
/uzi 
ci* = ,o 
falls 2i d II - 1, 
sonst. 
I$_ , = 0. 
Die L‘i kiinnen so gewihlt werden, dal3 gilt: 
j 
sqi(Uj) = i ‘i+j 
I’ 
fails i + j < II - 1 und keine Potenz von 2, 
0 sonst. 
Das Erzeugende N’~_, kann man so wghlen, dal3 gilt: 
Sq’(w:_ I) = c L’i j L' summiert iiber i + j = t, i <j, i gerade. 
Sq’(w,_ ,) = 0 fiir i > 1. 
Daher ist Sq’(~~~,_I) = 0 bei Spin(n) mit n 5 10 oder 2” < H < 2’ + 2 fiir alle S. 
Diese Formeln finden sich in [2] mit Ausnahme der Formel fir Sq’(i~.~-~), die in [lo] 
steht. Falls weder II < 10 noch 2’ < ?z < 2’ + 2 ist fiir ein s, so lBl3t sich \v,__~ nicht SO zu 
einem anderen Erzeugenden e,_, abgndern, dal3 S&e,_,) = 0 ist fiir alle i > 0. Dies werden 
wir in Abschnitt 5, Lemma 5 anuenden. (Die Arbeit [lo] stiitzt sich auf [9]). 
Sei I- eine einfache Gruppe eines Ausnahmetyps. 1st (die Primzahl) p kein Torsions- 
koefizient von H*(r; Z), so ist H*(r; Zp) eine Grassmann-Algebra iiber einem Unter- 
vektorraum, der von homogenen Elementen der Grade (3, 11) bei Gz , (3, 11, 15, 23) bei 
Fj, (3, 9, 1 1, 15, 17, 23) bei E, , ( 3, 11, 15, 19, 23, 27, 35) bei E, , (3, 15, 23, 27, 35, 39, 
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47, 59) bei E, erzeugt uird. Die Torsionskoefizienten sind 2 fiir G1, 2. 3 fiir F4. E, , E, 
und 7, 3, 5 fir E, 
H*(G2; Z,) z Z2[.~J,(s,‘) 3 /h\&~~). 
H*(f,: Z2) 2 zI[.Y,]~(x,4) @ &(.Sj. x, j, s:,). 
H*(E6; Zl) 2 Zz[.~3]j(s34) @ A2(xj . x9. .Y, j, s,: , szj). 
H*(E,; Z,) z Z2[s,, sj . x9] (x3’, x5’, x9-) @ /j&q j, s,, ? x1,. szi). 
H*(E8; Zz) z ZJx,, sj, x9. .~,J/(s,‘~, xjy, xg4, x, j’) @ &(x,;, xz3, s7-. s2<,). 
Die Steenrodschen Quadrate operieren bei geeigneter M’ahl der xi \vie folgt: 
Sq2(xj) = sj in Gz, F,, E,, ET, E,. 
Sys(sl,) = xz3 in F,, E,, ET. E,. 
Sqy.Ys) = sq 
sqs(s,) = .Y,, in ES , E7 , E, 
sqys, j) = s,, I 
.‘?q4(sz3) = xii in E,, E,. 
.Sq’(s2,) = szg in E, . 
Sq4(sj) = 0 in G1, I-‘, . 
Diese Formeln sind aus [I I]. 
Diese Formein finden sich in [3] und in [I 31. 
3 3. DIE AUSNAHMEFAKTORES 
SIND rI, , r, einfache Gruppen, so sei N(T,, . , r,): = NT,) + f iV(r,). Ent- 
sprechend sei N’(T,, , r,) definiert. 
LEMMA 1. N(E,) = Dim(h,(H”(G; Z,)). 
Def: Seien A, B kommutative Algebren iiber Z2. Sei s = 2”, k >, 1. Dann ist Qs: 
A + A, x--f -9, ein Homomorphismus von Algebren, der mit Homomorphismen f: A -+ B 
vertr@ch ist. 
LEMMA 2. 
(I) N(E,) = Dim(Q? 2 .Sq’(H’(G; Z?))) - Dim(Sq’ 0 Sq” z Sq6(H’(G; 55,))) - !Y(E,). 
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(2) IV(&) = Dim(Sq’(H’(G: Z?))) - Dim(Sq’(Hi(G; Z?))) - N(E:, E,). 
(3) X(FS) = Dim(b,(H’(G; Z,))) - lV(E,, E, , E,). 
Die Anzahl N(GZ) werden wir in Abschnitt 7 aus den Homotopiegruppen erhalten. 
0 4. UNZERLEGBARE ELEMENTE 
Sei J das Ideal c Hi, summiert iiber i > 0, van H*. Sei ‘Hi: = H’ n J , J und “‘Hi: 
= H’l’H i. Die Elemente von “‘Hi hei5en “unzerlegbar”. Wegen der Cartanformeln 
induziert eine Cohomologieoperation E. : H i + H ii k (wir meinen damit ein Sq oder ein P) 
eine Operation i: “‘Hi -+ “‘Hi+‘. Diese ist wie 1. mit stetigen Abbildungen vertauschbar. 
Sind X1, X1 zusammenhgngende Rgume mit endlich erzeugter Cohomologie, und ist 
X = x1 x X,, SO ist fiir i > 0 “‘Hi(X) % “‘H ‘(X,) @ “‘H ‘(X,) (direkte Summe), und dabei 
entspricht 2: “H’(X) --f “‘H i+k (A’) der Homomorphismus 10 i von “‘H i(Xl) @ “‘H ‘(X,) 
in “‘H i+k(X,) @ “‘H i+k(XJ. Wir bemerken, da5 fir alle einfachen Gruppen r und alle i 
Dim(“‘H ‘(T; Z,)) hijchstens 1 ist au5er fiir r = Spin(4,z) mit n > 2 und i = 4n - 1 und 
pb 3. 
lm Folgenden sei A(G) das Produkt der Ausnahmefaktoren von G und K(G) das 
Produkt der iibrigen Faktoren. 
3 5. DIE FAKTOREN SPIN(Zn), n3 4, SPIN(2n + l), n> 2 
LEMMA 3. Sei n > 4. Dann gibt es eine Primzahl p > 3, so ciap fiir jede (kompakte 
einfach zusammenh6ngentle Lie&e) Gruppe G in Cohomoiogie mod p gilt: 
N(Spin(2n)) = Dim(UZH2”-‘(G)) - Dim(“‘H’“-‘(A(G))) 
_ Dim(~‘(u=H2n-2P+1(G))) 
+ Dim(P’(“‘HZ”-Zpf ‘(A(G)))). 
De_f Fiir eine Potenz s von 2 sei &, der von Q, induzierte Homomorphismus 
Hhi’Hk + Hks /Q,(‘H”). 
1st X = X, x XZ ein Raum wie in Abschnitt 4, dann ist ja fiir k > 0 “‘Hk(X) g “‘H”(X,) 
@ “‘Hk(Xz), und es ist Dim(Bild(Q,)) = Dim(Bild(Q,@ &,)). 
LEMMA 4. Sei 0 < i gerade und keine Potenz ~‘on 2. Sei s die gr6,dte Potenz con 2, welche 
i teilt. Seik: = i/s. Dann ist N(Spin(j),j > i) = Dim(&(“‘Hk(G; Z,))) - Dim((Z,(“‘H”(A(G); 
Zz))). 
Folgerung. Sei i > 2, gerade und keine Potenz von 2. 1st i + 2 keine Potenz van 2, so 
erhslt man aus den Lemmas 3 und 4 N(Spin(i + 1)). 1st i + 2 eine Potenz von 2, SO erhalt 
man nur N(Spin(i + I), Spin(i + 3)). 
Indem man stark ausniitzt, wie die SLJ~ auf den verschiedenen Algebren operieren, 
insbesondere, was in Abschnitt 2 iiber S&\V,-~) gesagt wurde, beweist man: 
LEM,~ 5. Afit s >, 4 gilt (fib die homotopie?iqtricalerzten Grlrppen G, G ‘): N(Spin(2’ - 1)) 
= N ‘(Spin(2” - 1)). 
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In Abschnitt 7 werden uir ,V(Spin(j)) = N’(Spin(j)) fir die noch fehlenden i = 5, 7, 9 
erhalten. 
0 6. DIE FAKTOREN VOM TYP SC/(k) UND Q(k) 
LEMMA 6. (1) Fiir i > 3 wrl i f _ , 3r 2’ - 1 fiir alle r ist N(Sp(i)) = :V’(.Sp(i)) 
(2) Fiir i >, 3 ztnd i = 2’ ist iv(Sp(i - I), Sp(i)) = N’(Sp(i - I), Sp(i)) 
LEMM.\ 7. (1) Fiir i 3 3 wzti i + Y , 2’ - 1 fiir alle r ist N(SU(i)) = N’(SLr(i)). 
(2) Ist i > 3 wzd i = 2’, ~/uann ist N(SU(i - l), SLi(i)) = N’(SC(i - l), SU(i)). 
Der Beweis von Lemma 6 ergibt sich aus den bisherigen Resultaten und den Operationen 
der Sq’ auf den verschiedenen Algebren. Insbesondere benutzt man, dal3 bei SC(n) mit 
2n - 1 > 2i - 1 und i gerade gilt, Sq2(s,i-,) = .Y~~+~, und dal3 ferner fiir s = 2“ und 
O<i<3’+’ - - 1 bei SI/(fl) und Sp(n) gilt, Sqi(li2s-1) = U,,+i_l, falls c.z~~+~._~ existiert. 
DG Beweis von Lemma 7 ergibt sich dann aus der Betrachtung von Dim(U=Hj) ftir 
geeignete i. 
$7. IKFORMATIO~EN UBER HO~lOTOPIEGRUPPEN UND FOLGERUNGEN 
Periodizitiitssatz [12] 
(1) Fi.ir n, m > i + 2 ist ni(SO(m)) ? II,(SO(n)). 
(2) Fiir n, m >,( i + I)/2 ist II,(SU(nr)) z lYIi(SU(n)) 
(3) Fiir n, III a( i - 1)/4 ist ITi(Sp(nl)) E lYI,(Sp(n)). 
(4) Steht SU fiir geeignetes SU(n), SO fiir geeignetes SO(n) und SJJ fir geeignetes 
Q(n), so gilt: &(SU) E IT,+,(SU), IT,(SO) r II,+,( n,(Q) E IIT,+,( Die 
Periode von I-II, (beginnend mit k = 0) ist bei SU 0, Z, bei SO ist sie Zz ,.Zz, 0, Z, 0, 
0, 0, Z, und bei Sp ist sie 0, 0, 0, Z, Z2, Z2, 0, Z. 
Homotopiegruppen Iii fiir kleine i. 
i= 6 7 8 
SC/(?) 12 2 2 
SW3) 6 0 12 
SLI(4) 0 Z 24 In dieser Liste steht 
n # 0 fiir z, . 
SO(S) 0 Z’Z 2-2”2 
SO(9) 0 Z 212 
SO(10) 0 z 2 
G2 3 0 2 
Fa 0 0 2 
&,&,EY 0 0 0 
Diese Resultate findet man in [4], diejenigen fir EC, E, , E, in [5]. 
LEMMA 8. Sei n,(p’) die Anzahl der Summanden Z,, in einer Darstellung deer p-prim&en 
Komponente con I& als direkte Summe con zyklischen Gruppen. Dann ist N(SU(2)) =n,(4), 
NSU(3)) = n,(4), N(SU(4)) = n,(8), N(GJ = n,(3) - N(SU(2)) - N(SU(3)). 
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LEI~II.~. 9. :V(xpin(j)) = S’(Spin(j)). 
Dies folgt aus der Betrachtung van Dim(“‘H’). 
Hmmropiegruppen ran Spin(7) ~~tl Spin(9) [7]: 
ITi(Spin(7)) = flJSpin(9)) fiir i < 13. 
IT,,(Spin(7)) = Z2 j?fJ 0 Z, 0 Z, 2 Z, 0 280 Z, 0 Zg 0 27 0 Zj . 
Il,,(Spin(9)) = Z, @ Z2. 
Fast strrhi/e Homotopiegruppa~ con .Sp(n) [Y] unc/ SL(n) [6]: 
n lz,*!,+ I I! ,,,+z(SPOI)) = )Z2((2n+, !, 
fiir !I gerade. 
fiir II ungerade. 
n,“(su(rf)) = Z”! 
Fo‘olgerlfng. Bei Spin(7) ist n,,(8) = 2, es ist 1 bei Spin(9) und 0 bei Sc’(7), So’(8), 
Sp(3) und SF(~). Also ist IN(Spin(7)) + N(Spin(9)) = 2N’(Spin(7)) + N’(Spin(9)). Aus 
Lemma 4, Folgerung, ergibt sich daher: N(Spin(7)) = N’(Spin(7)) und N(Spin(9)) 
= iV’(Spin(9)). 
Nun haben uir nur noch die Zahlen N(SL’(2’)), fV(SD’(2’ - 1)) fiir i 3 3 und N(Sp(2’)), 
N(S/j(2’ - I)) fiir i 2 2 zu betrachten. Wir erhalten dns gewiinschte Ergebnis, indem wir die 
2-primke Komponente von H2,2i_1, untersuchen in der Reihenfolge i = 3, 4, _. . . 
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